Cours de Mécanique Chapitre 7 : PTV

Principe des Travaux Virtuels

Le principe fondamental présenté dans le chapitre précédent fournit des relations vectorielles
entre le torseur des efforts extérieurs appliqués au systeme et sa gquantité d'accélération par
rapport a un repére supposé galiléen. La principale difficulté d'application du PFD est de
déterminer les systémes et les directions privilégiés qui conduisent aux équations principales du
probléme. Pour un systéme matériel complexe il est difficile dobtenir les équations du
mouvement car il faut faire apparaitre un nombre important d'inconnues secondaires
correspondants aux efforts de liaison.

La mécanique analytique, que nous allons aborder dans ce chapitre permet d'obtenir de facon
systématique les équations principales du probléme. Basée sur des principes variationnels elle
utilise les grandeurs scalaires que sont /'énergie cinétique, l'énergie potentielle, et le travail
de tous les efforts (intérieurs et extérieurs) appliqués au systeme.

Dans la littérature vous trouverez deux présentations de la mécanique analytique

» Principe de d'Alembert- Lagrange : c'est un principe différentiel, I'état du systéme a un
instant donné est pris comme référence et on considére l'influence des variations des
paramétres de configuration g;.

* Principe d’'Hamilton : il repose sur une fonctionnelle, en mécanique I'énergie du systeme.
C"est un principe intégral.

Dans ce cours nous n'étudions que le Principe des travaux virtuels ou Principe de d'Alembert. Il
faut savoir qu'il y a équivalence formelle entre les trois principes (Newton, d’Alembert, et
Hamilton), ils conduisent aux mémes équations, ce n'est que le point de vue (point de départ de la
formulation) qui différe.

Bien entendu nous restons dans le cadre de la mécanique classique admettant :
e que les propriétés du référentiel espace-temps sont identiques pour tout
observateur,
e qu'a tout corps matériel on peut associer une masse (nombre positif),
e et que les actions mécaniques peuvent étre modélisées par un champ de vecteur liés.

Avant d'aborder I'étude en profondeur de ce chapitre, il peut étre utile de revoir les notions
d'énergie, de puissance, de travail virtuel présentées dans le chapitre 111 de ce cours

Quelques rappels :

L'espace de configuration du systéme discret est I'ensemble des n valeurs des paramétres
gy auninstantt
ORX oP f(q,t) paramétrage
— <« 00P
Le déplacement virtuel d'un point P est défini par P = Za— X
i 0q

Un champ de déplacement virtuel OP est dit compatible ou cinématiquement

admissible si il satisfait toutes les liaisons cinématiques telles quelles existent a

linstant T.

Le travail virtuel d'un champ de force F(P) défini sur un domaine D est défini par :
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éW:J' f(P.OPdv=> ¢ & avec (o:j F(P).ao—P dv
D i D 09

1 Enoncé du PTV

Pour bien ancrer I'équivalence qui existe entre les principes, nous retenons une énoncée similaire
a celle du principe fondamental.

Enoncé :

Quelgue soit le systeme matériel considéré, il existe des référentiels privilégiés dits
référentiels galiléens, tels que a tout instant et pour tout déplacement virtuel, le travail
virtuel des efforts intérieurs et extérieurs appliqués a ce systéme est égal au travail
virtuel des quantités d'accélération du systeme.

atoutingant 009 M5 IAs/rg)

e Egquivalence PTV - PED

Cette équivalence est basée sur le théoréme mathématique suivant :
O£ 0 PA PB- A B
Partons du PFD appliqué a un élément de matiére 4 =dm centré en P subissant des actions
mécaniques de résultante dl?(P).
LePFD & df(P)=dmp,(P) = OJP Pdf(Pr P.J(P)dm(P)

Intégrons cette derniére relation sur le domaine occupé par la matiére
Nous obtenons :
M) :J' f(P).0P dv
= _ D
dOoP d/V(Z)_ 5A(Z/Rg) avec e .
OAs/Rrg) = J y(P).dP dm

D
C'est le Théoréme de d’Alembert ou Principe des Travaux Virtuels

Rappelons que ce principe posé comme point de départ peut étre appliqué a des solides, des
liguides ou des gaz, il reste a savoir calculer les différents termes.

* Conséquence : le Théoreme de I'énergie

Appliquons le PTV en prenant comme champ de déplacement virtuel particulier, le champ des
vitesses réelles des points du systeme mécanique considéreé.

Pour  SP=Vy(P) 1ePTV > [ F(P)V(P) dv= [ p(P)Vy(P) dm
D D

soit Py = j J(P)Ny (P) dm
D
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= jd—g(Vg(P))Vg(P) dm

fint+ext
5 dt
le systeéme étant a masse conservative nous pouvons permuter
lintégration et la dérivation.
d| 1/ 2 d
F’fimext “al2 I (Vg (P)) dm _E(EC(Z/RQ))

D

Nous retrouvons l'expression du Théoréme de I'énergie que nous avions démontré a partir du
principe fondamental de la dynamique dans le chapitre précédent. Nous le voyons ici comme un
cas particulier du principe des travaux virtuels.

2 Equations de Lagrange :

Les équations de Lagrange sont la traduction du Principe des Travaux Virtuels dans le cas d'un
systéme mécanique discret.

Rappel . Un systeme mécanique est dit discret (ou discrétisé) lorsque les mouvements du systéme
sont représentés par un nombre fini de paramétres (c'est le cas de la mécanique des
solides indéformables).

L’hypothése de solide indéformable revient a négliger les déformations du solide, ce qui du point
de vue énergétique revient a considérer que le travail virtuel des efforts intérieurs pour tout
champ de déplacements virtuels rigidifiant* est nul.

*Un champ de déplacements virtuels rigidifiant sur (S) est un torseur c'est a dire :
OABD (S oA JB b0 BA
En mécanique, nous utiliserons des champs rigidifiant par sous domaines,
chaque sous domaine étant un solide du systeme mécanique

Equations de Lagrange :

Pour tout systéme matériel discret dont les mouvements par rapport a un référentiel
galiléen sont définis par ""n"* paramétres qi, le PTV est équivalent a écrire :

d(0E.) 0E, - 90P
Od (4L n) —(——J —=  avec =| f(P).— dv
Ao oG ) 0q A ,J; 0o

Nous rappelons que : OW = I f(P).0P dv = Z @ OG;
D i

Démonstration :

La démonstration est basée sur l'identité de Lagrange, qui consiste a exprimer le travail virtuel
des quantités d'accélération en fonction de I'énergie cinétique du systeme.

I . oP
OAs/rg) =jyg(p).ap dm=jz Jo(P).—— & dm
D D i oG

0P
soit  OAspg) =D A 0, avec A :j yg(P).a dm
i D i
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P
(P)) B dm

le systéme étant a masse conservative nous pouvons permuter
lintégration et la dérivation.

dy .~ 9P . dy(oP
-9 _ g
A ——E[Vg(P).a—q dm J-Vg(P).—(—J dm

V

P dg (
’ g

t , > dt | dq
oP . 0P 0P _0(Vq(P)
R
| | | |
Or _
d oP) 9 ng
d aq, aq, dt
Ce n'est pas aussi évident que cela alors prenez le temps de
comprendre les dérivations partielles.
N V, (P) 2V, (P)
Dot :ijv ( ) jv (P)udm
d D | aql
d 0|1/ 2
=— V P)) dm|| - —|=|(V4q(P))] dm
v afto” o] - [
0 0
it A _g( Ec(Z/Rg)] _ 9&s/Rg)
d aql aqi

En écrivant 5A(Z/Rg) = AW nous obtenons les équations de Lagrange.

Nous allons maintenant étudier le second terme qui correspond au travail virtuel des efforts
intérieurs et extérieurs appliqués au systeme.

 Forme pratigue des équations de Lagrange

De facon a faire apparaitre explicitement les inconnues dans les équations, nous regroupons
classiquement les efforts, en efforts donnés, et en efforts inconnus (liaisons).

De plus pour simplifier les calculs, nous utiliserons I'énergie potentielle associée au travail virtuel
des efforts donnés dont on connait I'expression (poids et ressort).

= oE
W, = [ fym.oPdv=y ( _pj &
On pose : OW = Ay + AN avec D [
:j fimoPdv=> L &
D i

D'ou la forme développée des équations de Lagrange :

i E(GEF} %, %p_p, |,
dt aQi aq| aqi

Cest cette forme qu'il faut connaitre, en se rappelant de l'origine de chaque terme.
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Rappels sur les énergies potentielles
champ de pesanteur : Ep(mg) =Mg oG . Z, +Cte

ressort (traction k-torsion ¢): E, :%k(/] -1)? Eoc) :%C(a -a,)?

Travail virtuel des efforts appliqués a un solide rigide (S)

éW:I F(P)Eﬁdv:j f(P).(?ﬂ+?@/\Kﬁ)dV 0AJ S
s s

éW:ﬁJ' fP)dv + 0&. IHD/\ f(pydv=0AR; + 0&M;(a)
s s

Le calcul pratique du travail virtuel se fait donc a partir des éléments de
réduction des torseurs des efforts appliqués au solides.

Travail virtuel des efforts de liaison

Le travail virtuel des efforts de liaison entre deux solides S; et S, est défini par :
Mg .. s2=Fg .52 - 0211 tMg  so(A) . 061
Le travail virtuel d'une liaison est indépendant du repéere d'observation

Si le champ des déplacements virtuels respecte une liaison géométrique parfaite, alors le
travail virtuel des efforts de liaison est nul

liaison parfaite
é\Miajson =0 { | P

dép. virtuels compatibles
Cette propriété est utilisée comme définition mathématique d'une liaison parfaite.
Elle d'écoule directement des proprietés physiques des liaisons parfaites, puisque a
chaque mobilité de la liaison correspond une composante nulle du torseur des efforts de
liaison.

Conséquence

Si le champ des déplacements virtuels respecte toutes les liaisons du systéme mécanique,
et que ces liaisons sont supposées parfaites.

—1 (aEc} OE;, OEp_
dt\ g ) 0g  dq

Alors

Les ""'n'" équations de Lagrange (correspondant aux "*n*" paramétres du probléme réel) sont les
"'n"* équations du mouvement.

Vous réalisez sdrement tout l'intérét de cette conséquence du point de vue pratique,

la méthode de Lagrange peut conduire directement aux équations du mouvement.

Corollaire

Pour toute liaison non parfaite, ou non respectée par le paramétrage, les équations de
Lagrange font apparaitre sous forme d'inconnues supplémentaires (termes en L) les
efforts de liaison associés.

Pour pouvoir résoudre, il faut associer a ces inconnues supplémentaires, soit les équations
des liaisons non respectées, soit des lois permettant de modéliser le comportement non
parfait de la liaison (exemple : les lois de frottement).
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Nous avons tous les éléments mathématiques permettant d'appliquer le Principe des Travaux
Virtuel. Voyons maintenant la méthodologie a appliquer pour aborder un probléeme de mécanique
industrielle.

3 Analyse d'un probleme par les equations de Lagrange

Avant tout, il faut que les objectifs de I'étude et la nature du probléme soit bien définis et bien
compris lors de l'analyse du probléme. Le choix de paramétrage qui découle de I"analyse définit
alors un probléme virtuel qui permet d'obtenir de fagon systématique les équations principales du
probléme par la méthode de Lagrange.

Cas ou les liaisons sont toutes supposées parfaites :

a- pour obtenir les “n” équations du mouvement
= on utilise un paramétrage qui respecte toutes les liaisons.
« le probléeme virtuel traité est équivalent au probléme réel »

b- pour obtenir les "n” équations du mouvement et “p” composantes d'efforts de liaison
= on utilise un paramétrage qui ne respecte pas les liaisons dans la directions des
“p” composantes cherchées (forces ou moments).

« on traite un probléme virtuel différent du probleme réel »
aux "n+p” parameétres du probléme virtuel, viennent s'ajouter “p” inconnues efforts
de liaison. Pour "n+p” équations de Lagrange et “p” équations de liaison qu'il faudra
respecter pour traiter le probleme réel.

Si certaines liaisons ne sont pas parfaites :

Les “n” équations du mouvement feront apparaitre des efforts de liaison inconnus qui
seront associés a des modeles donnant un nombre identique de relations. Cependant pour
résoudre de tels probléemes dans une approche de type Lagrange il est généralement
nécessaire de faire apparaitre dans les équations de Lagrange les composantes d'effort
utiles a I'écriture de ces relations. Nous sommes donc ramené au cas b précédent.

« application : problemes de frottement »

Si certaines liaisons conduisent a un paramétrage trop complexe.

Pour I'étude de mécanismes possédant une ou plusieurs boucles fermées (chaines
cinématiques complexes) la prise en compte des liaisons cinématiques de fermeture peut
rendre inextricable les calculs de cinématique et de cinétique. Il est alors intéressant de
ne pas tenir compte de ces équations lors du paramétrage.

« on traite un probléme virtuel différent du probleme réel »
La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet d'exprimer directement le travail
virtuel de ces liaisons a partir des équations de fermeture sans faire apparaitre de bilan
d'efforts. Les équations de Lagrange et les équations de liaison fournissent un systéeme
dont on peut éliminer les inconnues multiplicateurs pour obtenir les équations du
mouvement.

Méthodologie

1.

Analyse : choix du paramétrage en fonction des objectifs du probléme.
“Probléme réel” = “n” équations du mouvement (toutes les liaisons sont respectées)
“Probléme virtuel” = “n+p” équations de Lagrange pour "n+2p” inconnues
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“p" inconnues sont des multiplicateurs ou efforts de liaison

2. Calcul des Energies (E. et Ep) et du travail virtuel des autres efforts
Prise en compte des actionneurs
Prise en compte des "p” inconnues associées aux liaisons non respectées
Prise en compte des liaisons non parfaites

3. Ecriture des équations de Lagrange

4. Mise en forme et résolution
Ecriture des “p” équations de liaisons cinématiques
Ecriture des lois modélisant les liaisons non parfaites (frottement)
Mise en forme et résolution

4  Application

Reprenons le texte de I'exemple 3 proposé dans le chapitre précédent

Texte du PB

* Recherche des équations du mouvement

Analyse :
Pour obtenir les équations du mouvement nous devons utiliser un champ de déplacements
virtuels qui respecte toutes les liaisons du systéme, soit :
en A : pivot glissant: 2 mobilités : (Z,,¢/),
en C : rotule & doigt: 2 mobilités : (6,9),

en | : contact ponctuel (fermeture de boucle cinématique) 1 équation de fermeture,
bilan : 4 - 1 = 3 paramétres nous conserverons les angles d’Euler (¢, 0, ¢)

illustration |
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Energies et travail virtuel des efforts

Pour le systeme considéré, nous avons déja calculé les énergies cinétique et potentielle, on
obtient :

2E.(3/R,) = ma2(92(1+7cosz ) +%(20 +sin? §) +2 (cos 0+¢)2)
2E , (poids) = 7mgasing +Cte

« A vous de vérifier ces résultats »

Il 'y a pas d'effort donné autre que le poids & i D= O

Travail virtuel des liaisons,
toutes les liaisons sont supposées parfaites, elles sont respectées par le paramétrage
> |00 L=0

illustration
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Equations de Lagrange

Nous avons trois équations de Lagrange a écrire en ({/,8,¢). Avant de vous lancer téte baissée

dans les calcul commencez par regarder I'expression des énergies et écrivez les équations de la
plus simple & la plus compliquée. Ici (@,¢/,8)

% _,
0
¢ = E a—EC =0=> a—EC =cte c'est une intégrale premiere du mouvement
09
! aEC =2r—=2r = r=cte cest lintégrale premiére d’Euler
ma2 0¢ a¢
& _,
% y = E a—EC =0= a—EC =cte c'est une intégrale premiére du mouvement
oy

1 OEC . 2 or .2
—— — T -y(20+sn“H) +2r — = 20+sin“ @) +2r, cos @=cte
rog V! O3, = W 6+ 21,

cest l'intégrale premiéere des aires

OE, _ o,
S3=ma (6?(1+70082 6’))
%ﬁna (—76'?20056’sin0+¢23in gcose—Zroiﬂsinbj

=

G(1+7cos® ) -76F cos Bsin 6 (/7 sin 6cos G+2r, {fsin 6?+7%cos 6=0

Nous obtenons directement les trois équations du mouvement du systéme.
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illustration

e Calcul d’'un couple moteur

Un moteur monté sur le bati impose a la tige (T) une vitesse de rotation constante

Analyse :
Les objectifs d'un tel probléme sont de déterminer les équations du mouvement en (8,9), et
de calculer la valeur du couple moteur [T permettant d’assurer la liaison {/ = w = cte.

Pour obtenir le couple moteur nous devons utiliser un_paramétrage gui ne respecte pas la
liaison {/ = . Nous traitons donc un probléme virtuel a 3 paramétres ({/, 8, 9).

Energies et travail virtuel des efforts

Les énergies sont inchangées :

2E.(Z/R,) = ma? (6'?2(1+7cos2 ) +%(20 +sin? §) +2 (cos 0+'¢)2)
2E , (poids) = 7mgasing +Cte

Il 'y a pas d'effort donné autre que le poids & i D= O

Le travail virtuel de la seule liaison non respectée est W =TF'dy > |L, =T

Equations de Lagrange

Les équations en (9,¢) sont inchangées :
r=ry
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g

B(1+7cos? 6) — 76 cos Bsin - (J# sin 6cos B+2r, iisin 6?+7gcos 6=0

L’ équation en ({) devient :

ma? %((,(/(20+sin2 6) +2r, cosH) =T

Nous obtenons trois équations pour 4 inconnues ({/,8,@ €t I ). C'est normal nous sommes encore
dans le “probléme virtuel”, il faut tenir compte de I'équation de liaison qui n'a pas été respectée
jusquiici : ¢ = w.
D'ou :
Les 2 équations du mouvement :
r=ry
B(1+7cos? 6) - 762 cos Bsin @ ¢F sin Gos 6+2r, asin 6+79 cos 6=0
a
et le couple moteur :
I = ma®dsin 8( woos 6 - 2r,)

e Calcul d'un effort de liaison

Nous voulons maintenant déterminer la composante N de I'effort de liaison en 1.

Analyse :

Pour obtenir I'effort de contact en I nous devons libérer le déplacement vertical pour
permettre le décollement du disque. Nous traitons donc un probléme virtuel a 4 paramétres

(‘//: 01¢1 Z)-

OA=7z Z, => laliaison z=asiné nest pas respectée.

Energies
2E.(Z/R) = 7mgz+ma2(92 +y2(20 +sin? @) +2 (¢cos€+¢)2)
2Ep(p0ids) =7mgz +Cte

travail virtuel des efforts

Il n'y a pas d'effort donné autre que le poids > [i D= 0O

La seule liaison non respectée est le contact en I, le torseur des efforts de liaison en I est :

R‘ =N zo o6 0 —a(dqy cosé + op)
oysing N{-a; =40
v oYcosO+ op) |0 -aol

Vi =0
avec ﬁSZSCQ+?€/\C‘IIQ

éVVLiajsonI =Iil a;:N a;zo

dot  Miion

=N(dz-acosé 39
Remarque : si la liaison est respectée 0Z=acos808 = AN, =0
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Equations de Lagrange
r=r,

Les équations en ({/, @) sont inchangées : )
{41/(20+sm2 6) +2r, cos@ =cte
Tmz+7mg =N

Les équati z,0) sont : - . ;
es Equation en (2,0) sont - 2 (9—¢29n9c059+2r0¢/sn<9) = -Nacos8

Nous obtenons 4 équations pour 5 inconnues ({/,8,¢,z €& N ). Pour résoudre il faut tenir compte
de I'équation de liaison Z=asinéd, ce qui nous donne :

L'effort de contact : N =7mg +7ma(cosé’9 -sin 992)

Et I'équation du mouvement en &

61+ 7cos? ) -76F cos Bsin 6- aF sin Gos 6+2r, asin 0+7%cos 6=0

illustration
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