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Principe des Travaux Virtuels 
 

Le principe fondamental présenté dans le chapitre précédent fournit des relations vectorielles 
entre le torseur des efforts extérieurs appliqués au système et sa quantité d’accélération par 
rapport à un repère supposé galiléen. La principale difficulté d’application du PFD est de 
déterminer les systèmes et les directions privilégiés qui conduisent aux équations principales du 
problème. Pour un système matériel complexe il est difficile d’obtenir les équations du 
mouvement car il faut faire apparaître un nombre important d’inconnues secondaires 
correspondants aux efforts de liaison. 

La mécanique analytique, que nous allons aborder dans ce chapitre permet d’obtenir de façon 
systématique les équations principales du problème. Basée sur des principes variationnels elle 
utilise les grandeurs scalaires que sont l’énergie cinétique, l’énergie potentielle, et le travail 
de tous les efforts (intérieurs et extérieurs) appliqués au système. 

Dans la littérature vous trouverez deux présentations de la mécanique analytique 

• Principe de d’Alembert- Lagrange : c’est un principe différentiel, l’état du système à un 
instant donné est pris comme référence et on considère l’influence des variations des 
paramètres de configuration qi. 

• Principe d’Hamilton : il repose sur une fonctionnelle, en mécanique l’énergie du système. 
C'est un principe intégral. 

Dans ce cours nous n’étudions que le Principe des travaux virtuels ou Principe de d’Alembert. Il 
faut savoir qu’il y a équivalence formelle entre les trois principes (Newton, d’Alembert, et 
Hamilton), ils conduisent aux mêmes équations, ce n’est que le point de vue (point de départ de la 
formulation) qui diffère. 

Bien entendu nous restons dans le cadre de la mécanique classique admettant : 
• que les propriétés du référentiel espace-temps sont identiques pour tout 

observateur, 
• qu'à tout corps matériel on peut associer une masse (nombre positif), 
• et que les actions mécaniques peuvent être modélisées par un champ de vecteur liés. 

Avant d’aborder l’étude en profondeur de ce chapitre, il peut être utile de revoir les notions 
d’énergie, de puissance, de travail virtuel présentées dans le chapitre III de ce cours  

Quelques rappels : 

L’espace de configuration du système discret est l’ensemble des n valeurs des paramètres 

iq  à un instant τ  

       ( , )         i paramétrageP OP f q t∀ ∈Σ =
!!!" "

 

Le déplacement virtuel d’un point P est défini par ∑ ∂
∂=

i
i

i

q
q

OPP δδ    

Un champ de déplacement virtuel Pδ
"

 est dit compatible ou cinématiquement 
admissible si il satisfait toutes les liaisons cinématiques telles quelles existent à 
l’instant τ.  

Le travail virtuel d’un champ de force )(Pf
"

 défini sur un domaine D est défini par : 
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( ) ( )i
D

   avec   .     .  P Pi i
iiD

OPW f P dv q f dv
q

δ δ φ δ φ ∂= = =
∂∑∫ ∫
!!!"!!!!"" "

 

 

1 Énoncé du PTV  

Pour bien ancrer l’équivalence qui existe entre les principes, nous retenons une énoncée similaire 
à celle du principe fondamental. 
 

Énoncé : 

Quelque soit le système matériel considéré, il existe des référentiels privilégiés dits 
référentiels galiléens, tels que à tout instant et pour tout déplacement virtuel, le travail 
virtuel des efforts intérieurs et extérieurs appliqués à ce système est égal au travail 
virtuel des quantités d’accélération du système. 

( ) ( / )à tout instant Rgq W Aδ δ δΣ Σ∀ =  

 

• Équivalence PTV - PFD  

Cette équivalence est basée sur le théorème mathématique suivant : 
    0      . .     P P A P B A B∀ ≠ = ⇔ =

" " "" " " " "
 

Partons du PFD appliqué à un élément de matière dmµ =  centré en P subissant des actions 

mécaniques de résultante ( )Pdf
"

. 

  Le PFD   !   ( ) ( )  ( ) ( ) ( )       . .g gP P P P Pdf dm P P df P dmγ δ δ δ γ= ⇔ ∀ =
" "" " "" "

 

Intégrons cette dernière relation sur le domaine occupé par la matière 

Nous obtenons : 

  
( )

( ) ( / )
( / )

( )

( )

.  

            
.  

D
Rg

Rg
D

P

P

W f P dv

P W A avec
A P dm

δ δ

δ δ δ
δ γ δ

Σ

Σ Σ
Σ

 =
∀ = 

=


∫

∫

!!!!""

"
!!!!""  

C’est le Théorème de d’Alembert ou Principe des Travaux Virtuels 

Rappelons que ce principe posé comme point de départ peut être appliqué à des solides, des 
liquides ou des gaz, il reste à savoir calculer les différents termes. 
 

• Conséquence : le Théorème de l’énergie 

Appliquons le PTV en prenant comme champ de déplacement virtuel particulier, le champ des 
vitesses réelles des points du système mécanique considéré. 

Pour ( )g PP Vδ =
" "

   le PTV   !   ( ) ( ) ( ) ( ) . .g g
D D

P P P Pf V dv V dmγ=∫ ∫
" " ""

 

 Soit ( ) ( ) .
int extf g

D
P PP V dmγ

+
= ∫

""
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( )( ) ( ) .
int ext

g
f g g

D

P P
d

P V V dm
dt+

= ∫
" "

 

le système étant à masse conservative nous pouvons permuter 
l’intégration et la dérivation. 

( ) ( )2
( / )( )  

1
2int extf g c Rg

D

P
d dP V dm E
dt dt+ Σ
 

= = 
 
 
∫
"

 

Nous retrouvons l’expression du Théorème de l’énergie que nous avions démontré à partir du 
principe fondamental de la dynamique dans le chapitre précédent. Nous le voyons ici comme un 
cas particulier du principe des travaux virtuels. 
 

2 Équations de Lagrange :   

Les équations de Lagrange sont la traduction du Principe des Travaux Virtuels dans le cas d’un 
système mécanique discret. 

Rappel : Un système mécanique est dit discret (ou discrétisé) lorsque les mouvements du système 
sont représentés par un nombre fini de paramètres (c’est le cas de  la mécanique des 
solides indéformables). 

L’hypothèse de solide indéformable revient à négliger les déformations du solide, ce qui du point 
de vue énergétique revient à considérer que le travail virtuel des efforts intérieurs pour tout 
champ de déplacements virtuels rigidifiant* est nul. 

*Un champ de déplacements virtuels rigidifiant sur (S) est un torseur c’est à dire : 
( , ) ( )A B S A B BAδ δ δθ∀ ∈ = + Λ

!!!" !!!" !!" !!!"
 

En mécanique, nous utiliserons des champs rigidifiant par sous domaines, 
chaque sous domaine étant un solide du système mécanique 

 

Équations de Lagrange : 

Pour tout système matériel discret dont les mouvements par rapport à un référentiel 
galiléen sont définis par ''n'' paramètres qi , le PTV est équivalent à écrire : 

  (1, ) c c
i

i i

E Edi n
dt q q

φ
 ∂ ∂∀ ∈ = − ∂ ∂ #

   avec  ( )

D

.  Pi
i

OPf dv
q

φ ∂=
∂∫
!!!""

 

Nous rappelons que : ( ) i.    P i
iD

W f P dv qδ δ φ δ= =∑∫
!!!!""

 

Démonstration : 

La démonstration est basée sur l’identité de Lagrange, qui consiste à exprimer le travail virtuel 
des quantités d’accélération en fonction de l’énergie cinétique du système. 

( / ) ( ) ( ).  .  
iRg g g

iiD D

P P
PA P dm q dm
q

δ γ δ γ δΣ
∂= =
∂∑∫ ∫
"!!!!"" "

 

 soit ( / ) ( )   .  
iRg i i g

ii D

P
PA A q avec A dm
q

δ δ γΣ
∂= =
∂∑ ∫
"

"
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( )( ) ( ) .  .  g
i g g

i iD D

P P
dP PA dm V dm

q dt q
γ ∂ ∂= =

∂ ∂∫ ∫
" """

 

le système étant à masse conservative nous pouvons permuter 
l’intégration et la dérivation. 

( ) ( ) .      .  g g
i g g

i iD D

P P
d dP PA V dm V dm
dt q dt q

 ∂ ∂= −  ∂ ∂ 
∫ ∫

" "" "
 

Or   

( )( )
( )     

 

g
g i

i i ii

g g

i i

P
P

VP P PV q
q t q q

d d PP
dt q q dt

 ∂∂ ∂ ∂ = + ⇒ =
∂ ∂ ∂ ∂


   ∂ ∂=     ∂ ∂   

∑
"" " ""

#
#

""  

Ce n’est pas aussi évident que cela alors prenez le temps de 
comprendre les dérivations partielles. 

 D’où 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) .      .  g g
i g g

i iD D

P P
P P

V VdA V dm V dm
dt q q

∂ ∂
= −

∂ ∂∫ ∫
" "

" "
#

 

  ( ) ( )2 2
( ) ( )

1 1       
2 2i g g

i iD D

P P
dA V dm V dm
dt q q

    ∂ ∂ = −   
    ∂ ∂    
∫ ∫
" "

#
 

 soit ( / ) ( / )     c Rg c Rg
i

i i

E EdA
dt q q

Σ Σ∂ ∂ 
= − ∂ ∂ #

 

En écrivant ( / )RgA Wδ δΣ =  nous obtenons les équations de Lagrange. 

Nous allons maintenant étudier le second terme qui correspond au travail virtuel des efforts 
intérieurs et extérieurs appliqués au système. 
 

• Forme pratique des équations de Lagrange 

De façon à faire apparaître explicitement les inconnues dans les équations, nous regroupons 
classiquement les efforts, en efforts donnés, et en efforts inconnus (liaisons).  

De plus pour simplifier les calculs, nous utiliserons l’énergie potentielle associée au travail virtuel 
des efforts donnés dont on connaît l’expression (poids et ressort). 

On pose : d iW W Wδ δ δ= +    avec  
( )

( ) i

.    

.    

Pd d i i
iiD

Pi i i
iD

EpW f P dv D q
q

W f P dv L q

δ δ δ

δ δ δ

  ∂= = −  ∂  
 = =


∑∫

∑∫

!!!!""

!!!!""  

D’où la forme développée des équations de Lagrange : 

c c
i i

i i i

E Ed Epi D L
dt q q q
 ∂ ∂ ∂∀ − + = + ∂ ∂ ∂ #

 

C’est cette forme qu’il faut connaître, en se rappelant de l’origine de chaque terme. 
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Rappels sur les énergies potentielles  
champ de pesanteur : ( )   . p mg oE Mg OG z Cte= +

!!!" "
 

ressort (traction k -torsion  C) : 2
)(

2
)( )(

2
1)(

2
1

oCpokp CEkE ααλλ −=−=  

Travail virtuel des efforts appliqués à un solide rigide (S) 

( )( ) ( ).  .     P P s
S S

W f P dv f A AP dv A Sδ δ δ δθ= = + Λ ∀ ∈∫ ∫
!!!!" !!!" !!" !!!"" "

 

( ) ( ) ( ).  .  .  .P P As sf f
S S

W A f dv AP f dv A R Mδ δ δθ δ δθ= + Λ = +∫ ∫
!!!" !!" !!!" !!!" !!"" " " "

 

Le calcul pratique du travail virtuel se fait donc à partir des éléments de 
réduction des torseurs des efforts appliqués au solides. 

Travail virtuel des efforts de liaison 

Le travail virtuel des efforts de liaison entre deux solides S1 et S2 est défini par : 

2/1 2/11 2 1 2 1 2 ( ) .  . S S S S S S AW F A Mδ δ δθ↔ → →= +
!!!" !!"" "

 
Le travail virtuel d’une liaison est indépendant du repère d’observation 

Si le champ des déplacements virtuels respecte une liaison géométrique parfaite, alors le 
travail virtuel des efforts de liaison est nul 

 
.  

0      liaison
liaison parfaite
dép virtuels compatibles

W siδ = 


 

Cette propriété est utilisée comme définition mathématique d’une liaison parfaite. 
Elle d’écoule directement des propriétés physiques des liaisons parfaites, puisque à 
chaque mobilité de la liaison correspond une composante nulle du torseur des efforts de 
liaison. 

Conséquence 

Si le champ des déplacements virtuels respecte toutes les liaisons du système mécanique, 
et que ces liaisons sont supposées parfaites. 

Alors   c c
i

i i i

E Ed Epi D
dt q q q
 ∂ ∂ ∂∀ − + = ∂ ∂ ∂ #

 

Les ''n'' équations de Lagrange (correspondant aux ''n'' paramètres du problème réel) sont les 
''n'' équations du mouvement. 

Vous réalisez sûrement tout l’intérêt de cette conséquence du point de vue pratique, 
la méthode de Lagrange peut conduire directement aux équations du mouvement. 

Corollaire 

Pour toute liaison non parfaite, ou non respectée par le paramétrage, les  équations de 
Lagrange font apparaître sous forme d’inconnues supplémentaires (termes en Li) les 
efforts de liaison associés. 

Pour pouvoir résoudre, il faut associer à ces inconnues supplémentaires, soit les équations 
des liaisons non respectées, soit des lois permettant de modéliser le comportement non 
parfait de la liaison (exemple : les lois de frottement). 
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Nous avons tous les éléments mathématiques permettant d'appliquer le Principe des Travaux 
Virtuel. Voyons maintenant la méthodologie à appliquer pour aborder un problème de mécanique 
industrielle. 
 

3 Analyse d’un problème par les équations de Lagrange 

Avant tout, il faut que les objectifs de l’étude et la nature du problème soit bien définis et bien 
compris lors de l’analyse du problème. Le choix de paramétrage qui découle de l'analyse définit 
alors un problème virtuel qui permet d’obtenir de façon systématique les équations principales du 
problème par la méthode de Lagrange. 

Cas ou les liaisons sont toutes supposées parfaites : 

a- pour obtenir les ‘’n’’ équations du mouvement 
! on utilise un paramétrage qui respecte toutes les liaisons. 

« le problème virtuel traité est équivalent au problème réel » 

b- pour obtenir les ‘’n’’ équations du mouvement et ‘‘p’’ composantes d’efforts de liaison 
!  on utilise un paramétrage qui ne respecte pas les liaisons dans la directions des 

‘‘p’’ composantes cherchées (forces ou moments). 
« on traite un problème virtuel différent du problème réel » 

aux ‘’n+p’’ paramètres du problème virtuel, viennent s’ajouter ‘’p’’ inconnues efforts 
de liaison. Pour ‘’n+p’’ équations de Lagrange et ‘’p’’ équations de liaison qu’il faudra 
respecter pour traiter le problème réel. 

 

Si certaines liaisons ne sont pas parfaites : 
Les ‘’n’’ équations du mouvement feront apparaître des efforts de liaison inconnus qui 
seront associés à des modèles donnant un nombre identique de relations. Cependant pour 
résoudre de tels problèmes dans une approche de type Lagrange il est généralement 
nécessaire de faire apparaître dans les équations de Lagrange les composantes d’effort 
utiles à l’écriture de ces relations. Nous sommes donc ramené au cas b précédent. 

« application : problèmes de frottement » 
 

Si certaines liaisons conduisent à un paramétrage trop complexe. 
Pour l’étude de mécanismes possédant une ou plusieurs boucles fermées (chaînes 
cinématiques complexes) la prise en compte des liaisons cinématiques de fermeture peut 
rendre inextricable les calculs de cinématique et de cinétique. Il est alors intéressant de 
ne pas tenir compte de ces équations lors du paramétrage. 

« on traite un problème virtuel différent du problème réel » 
La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet d’exprimer directement le travail 
virtuel de ces liaisons à partir des équations de fermeture sans faire apparaître de bilan 
d’efforts. Les équations de Lagrange et les équations de liaison fournissent un système 
dont on peut éliminer les inconnues multiplicateurs pour obtenir les équations du 
mouvement. 
 

• Méthodologie 

1. Analyse : choix du paramétrage en fonction des objectifs du problème. 
‘’Problème réel’’ ! ‘’n’’ équations du mouvement (toutes les liaisons sont respectées) 
‘’Problème virtuel’’ ! ‘’n+p’’ équations de Lagrange pour ‘’n+2p’’ inconnues 
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  ‘’p’’ inconnues sont des multiplicateurs ou efforts de liaison 

2. Calcul des Énergies (Ec et Ep) et du travail virtuel des autres efforts 
Prise en compte des actionneurs 
Prise en compte des ‘’p’’ inconnues associées aux liaisons non respectées 
Prise en compte des liaisons non parfaites 

3. Écriture des équations de Lagrange 

4. Mise en forme et résolution 
Écriture des ‘’p’’ équations de liaisons cinématiques 
Écriture des lois modélisant les liaisons non parfaites (frottement) 
Mise en forme et résolution 

4 Application 

Reprenons le texte de l’exemple 3 proposé dans le chapitre précédent 
 

Texte du PB Le système mécanique (Σ) que l'on veut étudier est constitué de 2 solides 
- une tige (T) de longueur 2a , de masse 3m et de centre de masse GT, 
- un disque (D) de rayon a , de masse 4m et de centre de masse C. 

u"

θ

"zo

A

O

3d
"

C

(D)

I

(T)
GT

ϕψ

(P)

"g

 
représentation du système dans le plan ⊥n" , le repère ),,,( ozunA """  est lié à (T) 

La tige (T) horizontale est liée à l'axe vertical par une liaison pivot glissant supposée parfaite. La 
liaison entre (T) et (D) permet d'assurer : 

- d'une part, l'inclinaison de (D) par rapport à la verticale (rotation θ  autour de ),( nC " ) ;
- d'autre part, la rotation propre ϕ  du disque autour de son axe de révolution ),( 3dC . 

Le disque reste en contact en I avec un plateau horizontal situé dans le plan ),,( oo yxO "" , le contact à 

lieu sans frottement. 

Le repère d'observation ),,,( oooo zyxOR """  est supposé galiléen, et le système est soumis à l'action du 

champ de pesanteur défini par 
ozgg ""  −= .  

 

• Recherche des équations du mouvement 

Analyse :  

Pour obtenir les équations du mouvement nous devons utiliser un champ de déplacements 
virtuels qui respecte toutes les liaisons du système, soit : 

en A : pivot glissant:  2 mobilités : ( ψ,Az ), 
en C : rotule à doigt: 2 mobilités : ( ϕθ , ), 
en I : contact ponctuel  (fermeture de boucle cinématique) 1 équation de fermeture, 

bilan : 4 - 1 = 3 paramètres nous conserverons les angles d’Euler ( ϕθψ ,, ) 
 

illustration Le champ des déplacements virtuels basé sur ce paramétrage est un champ 
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rigidifiant par morceau qui respecte toutes les liaisons. 
  « le problème virtuel traité est équivalent au problème réel »

Le déplacement virtuel du point A 

 sin   cos    o oOA a z A a zθ δ θ δθ= ⇒ =
!!!" !!!"" "

 

Le déplacement virtuel du point C 

 cos     2  
cos  2  

T

o o

o

C A AC
a z z a u
a z a n

δ δ δθ
θ δθ δψ
θδθ δψ

= + Λ
= + Λ
= −

!!!" !!!" !!!!" !!!"

"" "
""

 

remarque : ce calcul est  identique à celui d’une vitesse, et c’est logique 
(voir la définition des déplacements virtuels)

La rotation virtuelle du disque 

    sin
cos

d o

v

z n z
δθ

δθ δψ δθ δϕ δψ θ
δψ θ δϕ

 
 = + + =  
 + 

!!!!" "" "
 

remarque : résultat  identique à la vitesse de rotation instantanée du 
disque.

Attention en I il faut considérer différents déplacements virtuels, celui du point I lié au disque, celui du 
point I géométrique ou celui du point I lié au plateau. A vous de les calculer. 

 

Énergies et travail virtuel des efforts 

Pour le système considéré, nous avons déjà calculé les énergies cinétique et potentielle, on 
obtient : 

   
( )2 2 2 2 2 2( / )

( )

2 (1 7cos ) (20 sin ) 2 ( cos )

2 7 sin
oc

poidsp

RE ma

E mga Cte

θ θ ψ θ ψ θ ϕ

θ

Σ = + + + + +

= +

# # # #
 

« A vous de vérifier ces résultats » 

Il n’y a pas d’effort donné autre que le poids  ! 0ii D∀ =  

Travail virtuel des liaisons, 
toutes les liaisons sont supposées parfaites, elles sont respectées par le paramétrage  

 !  0ii L∀ =  
 

illustration Calculons le travail virtuel de la liaison en A : 
Par définition le travail virtuelle de la liaison en A  est : 

  ( ).  . TLiaisonA A AW R A Mδ δ δθ= +
!!!" !!"" "

 
Or les déplacements virtuels respectent la liaison : 

  cos    oA a zδ θ δθ=
!!!" "

  et  T ozδθ δψ=
!!!!" "

 

et le torseur des efforts de liaison en A (pivot glissant supposé parfait) : 
. 0
. 0

A o

A o

R z
M z
 =
 =

" "
" "  

 ! ( )cos     .   . 0LiaisonA A o oAW a R z M zδ θ δθ δψ= + =
" "" "

 
 

Calculons le travail virtuel de la liaison en C : 
Par définition le travail virtuelle de la liaison en C  est : 

  // ( ) .  . 
T D

D TLiaisonC D T T D CW R C Mδ δ δθ
→ →= +
!!!!!!" !!"" "
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Or les déplacements virtuels respectent la liaison : 

  /   0D T D TC C Cδ δ δ= ⇒ =
!!!!!" !!!!" !!!!!!!" "

 

  
  

 
D o

T o

z n z

z

δθ δψ δθ δϕ

δθ δψ

= + +

=

!!!!" "" "
!!!!" "   ! /  D T n zδθ δθ δϕ= +

!!!!!!!" " "
 

et le torseur des efforts de liaison en C (rotule à doigt parfaite) : 
  

 
C

C C

qcqR
M M v

 =

"
" "  

 ! 0LiaisonCWδ =  
 

De même calculez le travail virtuel de la liaison en I et vérifier qu’il est nul, dans les 
deux cas suivants : 

Liaison parfaite sans frottement. 
Roulement sans glissement du disque sur le plateau. 

 

Équations de Lagrange 

Nous avons trois équations de Lagrange à écrire en ( ϕθψ ,, ). Avant de vous lancer tête baissée 
dans les calcul commencez par regarder l’expression des énergies et écrivez les équations de la 
plus simple à la plus compliquée. Ici ( , ,ϕ ψ θ ) 

0
0

0

c

c c

E
E Ed cte

Ep dt
ϕ

ϕ ϕ
ϕ

∂ = ∂  ∂  ∂⇒ = ⇒ =  ∂ ∂ ∂ =
∂ 

# #
      c’est une intégrale première du mouvement 

2
1 2 2       cE rr r r cte

ma ϕ ϕ
∂ ∂= = ⇒ =
∂ ∂# #

       c’est l’intégrale première d’Euler 

0
0

0

c

c c

E
E Ed cte

Ep dt
ψ

ψ ψ
ψ

∂ = ∂  ∂  ∂⇒ = ⇒ =  ∂ ∂ ∂ =
∂ 

# #
      c’est une intégrale première du mouvement 

2 2
2

1 (20 sin ) 2       (20 sin ) 2 cosc
o

E rr r cte
ma

ψ θ ψ θ θ
ψ ψ

∂ ∂= + + ⇒ + + =
∂ ∂

# #
# #

 

c’est l’intégrale première des aires 

( )
( )

2 2

2 2 2

(1 7 cos )

7 cos sin sin cos 2 sin

c

o

E ma

Ep ma r

θ θ
θ

θ θ θ ψ θ θ ψ θ
θ

∂ = + ∂ ⇒∂ = − + −
∂ 

#
#

# # #
 

2 2 2(1 7cos ) 7 cos sin sin cos 2 sin 7 cos 0o
gr
a

θ θ θ θ θ ψ θ θ ψ θ θ+ − − + + =## # # #  

 

Nous obtenons directement les trois équations du mouvement du système. 
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illustration Vérifions que les équations déduites du PFD sont bien équivalentes à celle que 
nous venons d’obtenir : 

Pour l’équation en ϕ  et l’équation ψ  l’équivalence est immédiate ce sont les mêmes. 

Pour l’équation en θ  le plus simple est de partir de l’équation principale en θ  obtenue à 
partir des intégrales première du mouvement et de la dériver. 

 
[ ]2

2 2
2

2 cos
(1 7 cos ) 14 sin

20 sin
og

a

k r
h

θ
θ θ θ

θ
−

+ = − −
+

#  

après dérivation : 

 [ ] [ ]

2 3

2

2 2 2

2 (1 7 cos ) 14 cos sin

4 sin 2 cos 2 cos
14 cos 2cos sin

20 sin [20 sin ]
o o og

a

r k r k r

θθ θ θ θ θ

θθ θ θ
θθ θ θθ

θ θ

+ −

− −
= − − +

+ +

### #

#
# #

 

simplifions par 2θ#  et faisons apparaître 2
2 cos

20 sin
ok r θψ

θ
−=

+
#  

 
2 2

2

(1 7 cos ) 7 cos sin 7 cos

2 sin cos sino

g
a

r

θ θ θ θ θ θ

θψ ψ θ θ

+ − +

= − +

## #

# #
 

nous retrouvons notre équation en θ  : 

2 2 2(1 7cos ) 7 cos sin sin cos 2 sin 7 cos 0o
gr
a

θ θ θ θ θ ψ θ θ ψ θ θ+ − − + + =## # # #  

 

• Calcul d’un couple moteur 

Un moteur monté sur le bâti impose à la tige (T) une vitesse de rotation constante 

Analyse :  
Les objectifs d’un tel problème sont de déterminer les équations du mouvement en ( ,θ ϕ ), et 
de calculer la valeur du couple moteur Γ  permettant d’assurer la liaison cteψ ω= =# . 

Pour obtenir le couple moteur nous devons utiliser un paramétrage qui ne respecte pas la 
liaison ψ ω=# . Nous traitons donc un problème virtuel à 3 paramètres ( ϕθψ ,, ). 

Énergies et travail virtuel des efforts 

Les énergies sont inchangées : 

   
( )2 2 2 2 2 2( / )

( )

2 (1 7cos ) (20 sin ) 2 ( cos )

2 7 sin
oc

poidsp

RE ma

E mga Cte

θ θ ψ θ ψ θ ϕ

θ

Σ = + + + + +

= +

# # # #
 

Il n’y a pas d’effort donné autre que le poids  ! 0ii D∀ =  

Le travail virtuel de la seule liaison non respectée est Wδ δψΓ = Γ  !  Lψ = Γ  

Équations de Lagrange 

Les équations en  ( ,θ ϕ ) sont inchangées : 

or r=  
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2 2 2(1 7cos ) 7 cos sin sin cos 2 sin 7 cos 0o
gr
a

θ θ θ θ θ ψ θ θ ψ θ θ+ − − + + =## # # #  

L’ équation en (ψ ) devient : 

( )2 2  (20 sin ) 2 coso
dma r
dt

ψ θ θ+ + = Γ#  

Nous obtenons trois équations pour 4 inconnues ( , ,   etψ θ ϕ Γ ). C’est normal nous sommes encore 
dans le ‘’problème virtuel’’, il faut tenir compte de l’équation de liaison qui n’a pas été respectée 
jusqu’ici : ψ ω=# . 

D’où : 

Les 2 équations du mouvement : 

or r=  

2 2 2(1 7cos ) 7 cos sin sin cos 2 sin 7 cos 0o
gr
a

θ θ θ θ θ ω θ θ ω θ θ+ − − + + =## #  

et le couple moteur : 

( )2 sin cos  2 oma rθ θ ω θΓ = −#  

 

• Calcul d’un effort de liaison 

Nous voulons maintenant déterminer la composante N de l’effort de liaison en I. 

Analyse :  

Pour obtenir l’effort de contact en I nous devons libérer le déplacement vertical pour 
permettre le décollement du disque. Nous traitons donc un problème virtuel à 4 paramètres 
( , , , zψ θ ϕ ). 

 oOA z z=
!!!" "   ! la liaison sinz a θ=  n’est pas respectée. 

Énergies 

   
( )2 2 2 2 2( / )

( )

2 7 (20 sin ) 2 ( cos )

2 7
oc

poidsp

RE mgz ma

E mgz Cte

θ ψ θ ψ θ ϕΣ = + + + + +

= +

# # # ##
 

travail virtuel des efforts 

Il n’y a pas d’effort donné autre que le poids  ! 0ii D∀ =  

La seule liaison non respectée est le contact en I, le torseur des efforts de liaison en I est : 

 
 

0
I o

I

R N z

M

 =


=

" "
""  

   .  . LiaisonI I D D oW R I N I zδ δ δ= =
!!!!" !!!!"" "

 

avec D DI C CIδ δ δθ= + Λ
!!!!" !!!" !!!!" !!"

  

d’où  ( )cos  LiaisonIW N z aδ δ θ δθ= −  

Remarque : si la liaison est respectée cos   0Iz a Wδ θδθ δ= ⇒ =   

 

0 ( cos )
sin 0
cos 0v

a
a

a

δθ δψ θ δϕ
δψ θ
δψ θ δϕ δθ

− +     
     Λ − =     
     + −     
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Équations de Lagrange 

Les équations en ( ,ψ ϕ ) sont inchangées : 2 
(20 sin ) 2 cos

o

o

r r

r cteψ θ θ

=


+ + = #
 

Les équation en ( ,z θ ) sont : ( )2 2

7 7
 

sin cos 2 sin coso

mz mg N

ma r Naθ ψ θ θ ψ θ θ

+ =
 − + = −

##
## # #

 

Nous obtenons 4 équations pour 5 inconnues ( , , ,   z et Nψ θ ϕ ). Pour résoudre il faut tenir compte 
de l’équation de liaison sinz a θ= , ce qui nous donne : 

L’effort de contact : ( )27 7 cos sinN mg ma θθ θθ= + −## #  

Et l’équation du mouvement en θ  
2 2 2(1 7cos ) 7 cos sin sin cos 2 sin 7 cos 0o

gr
a

θ θ θ θ θ ω θ θ ω θ θ+ − − + + =## #  

 

illustration Utilisons un multiplicateur de Lagrange pour calculer le travail virtuel de la 
liaison non respectée. 

Soit l’équation de liaison  :    sin 0IL z a θ− = , nous lui associons un multiplicateur de 

Lagrange Iλ  

  Par définition le travail virtuel de la liaison est : 
IL I IW Lδ λ δ=  

Soit : ( )cos  
IL IW z aδ λ δ θ δθ= −  

Nous pouvons identifier le multiplicateur de Lagrange à l’effort normal, l’intérêt de cette 
méthode dite méthode des multiplicateur est qu’elle ne nécessite pas d’analyse physique 
du système mécanique, c’est une méthode purement mathématique basée sur un calcul de 
variation pour les équations de liaison. 

Dans le cadre de ce cours nous privilégierons l’analyse physique des liaisons, il est 
préférable que l’ingénieur sache ce qu’il calcule. Cependant connaître l’analyse 
mathématique n’est pas inutile car elle permet souvent de trouver les résultats à moindre 
coût. 
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