Cours de Mécanique Chapitre 6 : PFD

Principe Fondamental de la Dynamique

Le PFD fournit une relation entre les masses, les forces et les accélérations d'un systéme
mécanique. 1l ne fait intervenir que les efforts extérieurs, et il peut étre appliqué a des solides,
du liquide ou du gaz.

Nous nous placons ici dans le cadre de la mécanique classique admettant de ce fait
e que les propriétés du référentiel espace -temps sont identiqgues pour tout
observateur,
e qu'a tout corps matériel on peut associé une masse (nombre positif),
e et que les actions mécaniques peuvent étre modélisées par un champ de vecteur liés.

Apreés avoir énoncé le PFD et les Théorémes généraux qui en découlent, nous précisons la notion
de référentiel galiléen, puis nous nous attacherons a définir une démarche méthodologique
permettant d'aborder et d'analyser correctement un probléme de mécanique industrielle. Des
exemples d"application du PFD seront traités pour illustrer cette démarche.

1 Enoncé du PFD

Le PFD est un principe d'existence qui stipule I'existence de repéres privilégiés dits galiléens,
sans dire comment les choisir. L*énoncé que nous avons retenu est le suivant.

Enoncé :

Il existe des référentiels privilégiés dits référentiels galiléens, tels que a tout instant et
pour tout systeme matériel considéré, le champ de vecteur des efforts extérieurs
appliqués a ce systeme et le champ des quantités d’accélération du systeme sont égaux :

[t {Fext/Z} A ={myZ/Rg}A

Le systéme d'unités utilisées doit étre cohérent, masse, force, longueur, et temps sont liées par
la relation dimensionnelle : [F] =[M][ L] lT_Zl

Dans le Systeme International : Newton, Kilogramme, métre, seconde.

En général le probléme a résoudre est mixte, connaissant une partie des efforts (ceux qui sont
imposés) et les liaisons cinématiques, trouver les mouvements et éventuellement certains efforts
de liaison.

Cas particuliers :

Connaissant les masses et le mouvement en déduire une répartition de force
Exemples : Enoncée de la loi de I'attraction universelle par Newton.
Tous les probléemes de statique (calcul statique des efforts de liaison)

connaissant les efforts et les mouvements trouver les masses
Exemple : Détermination de la masse des planétes.
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2 Théorémes de la mécanique

e Théoreme de I"action - réaction

Actionsde 2 -->1 A tout instant les actions mutuelles de deux systémes
matériels forment un torseur nul.

> {F51ﬂsz} :‘{ Fszﬂdll

A

\J

/L . Actions de 1 --> 2
+ “R(O,b)

Pour démontrer ce théoréme il suffit d"appliquer le PFD a I"ensemble (S1+S2), a (S1) seul et a
(S2) seul :

{m;731+32} ={ Fext . Sl+5k actions extérieures au systeme (S1+S2)
{mf/S]} ={ Fext-,i {' FSZ—vkl dans les actions extérieures a Sl interviennent les actions de S2 >S1

{mf/sz} ={ Fext R SL {' FSl-' }2 dans les actions extérieures a S2 interviennent les actions de S1 >S2

Par différence ou trouve le Théoréme de |"action - réaction : {FSLSZ} -I{ Fsz_,;L %}0

e Théoremes généraux

Les théoremes généraux traduisent I'égalité des éléments de réduction (résultante et moment en un
point) des deux torseurs.

Les équations scalaires qui en découlent sont, par référence historique aux trois lois du
mouvement, dites équations de Newton

3 équations de résultante : R, s = My, (Gs)

3 équations de moment : Meoo/s (A) = 5_g (AZ)

Dans le cas d'un probléme tridimensionnel nous obtenons au maximum 6 équations scalaires
indépendantes (I"équation de moment peut donner trois équations scalaires par point considéré¢). Dans le cas d*un
probléme bidimensionnel nous obtenons 3 équations scalaires indépendantes.

e Théoreme de I"énergie

Le théoréme de I"énergie fournit une équation supplémentaire non indépendante des équations
fournies par les théoréme généraux. Cette équation peut s*avérer pratique a utiliser et peut dans
certain cas (1 seule inconnue) donner directement la solution du probléme.

Enoncé :

Dans un référentiel galiléen, pour tout systeme matériel considéré, la dérivée de I'énergie
cinétique du systeme est égale a la puissance de tous les efforts intérieurs et extérieurs
appliqués au systeme.

d
E(EC(ZI Rg)) = Pf int+ext

Démonstration : importante elle montre comment interviennent les efforts intérieurs.

Nous savons (cf chapitre 3 "actions mécaniques”) que la puissance des quantités d"accélération
est la dérivée de I"énergie cinétique.
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Pour un solide indéformable appliquons le PFD et multiplions les deux membres par le
torseur cinématique, nous obtenons donc la relation suivante :

d
E(EC(S/ RY)) = Pioq

qui n"est autre que le théoreme de I'énergie pour un solide indéformable car la puissance
des efforts intérieurs a un solide indéformable est nulle.

Pour un systéme de solides, nous pouvons sommer les puissances pour chaque solide, dans
les efforts extérieurs a chaque solide apparaitrons les efforts extérieurs au systéme
appligués au solide et les efforts de liaison des différents solides du systeme sur le
solide considéré.

d
ce qui nous conduira a Iexpression suivante : P Z E.(S/Rg) |= Z Poc.s T+ z Ps_s
i i

j#i

d
soit : E(EC(Z/ Rg)) =Pt z Py.g c'estle théoreme de I'énergie
j#i
En pratique les efforts sont classés en efforts donnés et en efforts de liaison (inconnues du

probleme). Et nous utiliserons lorsque c'est possible la notion d*énergie potentielle (cf chapitre 3
"actions mécaniques”) . La forme développée du théoréme de I'énergie est alors :

d d
E (EC(Z/ Rg)) + a (Ep(poidsou rrts)) = I:)Liajsons + Pf nedérivant pasd‘un potentiel

Attention : toutes les liaisons doivent étre considérées

Précisons maintenant la notion de référentiel galiléen.

3 Reférentiels galiléens

Comme leur noms I'indique c'est Galilée qui le premielmposa quelques questions génantes pour
I"époque (début du XVII1™ siécle), telle que :

- Comment se fait-il quune balle lachée par un cavalier ne tombe pas a I'endroit ou elle a
été lachée ? et pourquoi reste t'elle a la verticale du cheval (celui ci est supposé avancer &

vitesse constante).

- Comment expliquer que des papillons volant dans une cabine de navire, continuent de
voler indifféremment dans toutes les directions que le navire soit a I'arrét ou qu'il se
déplace et ceci quelque soit la vitesse du navire ?

De ces exemples et de bien d*autres observations, il introduisit le premier la notion de relativité
en constatant qu'un mouvement uniforme est "comme nul", c'est a dire qu'il n"affecte pas la
nature des choses qui en sont I"objet.

On peut s"étonner qu'il ait fallut attendre si longtemps pour que soit énoncé ce qui nous apparait
évident aujourd”hui, mais a I"épogue ce principe mettait directement en cause les mouvements de
la terre. Car il permettait d"imaginer que la terre tourne autour du soleil "comme le laissait entendre

L1 serait injuste d"oublier KEPLER qui effectua les premiers travaux dans ce domaine, mais il n‘a pas su comme
GALILEE diffuser ses observations sous une forme compréhensible par ses lecteurs.
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COPERNIC" contrairement a cette impression d'immobilité que nous suggere I'expérience
quotidienne.

Définition — propriété :
Le groupe de Galilée est I'ensemble des reperes en translation uniforme les uns par
rapport aux autres.
Pour ce groupe les lois de la mécanique sont invariantes

La démonstration est évidente si I"on utilise la formule de composition des accélérations puisque
I"accélération de Coriolis et I'accélération relative sont toutes les deux nulles. Les torseurs
dynamiques par rapport a deux repéeres en translation uniforme |'un par rapport a I"autre
sont donc équivalents.

Remarque . la définition ne permet pas de définir de repére absolu

Une tentative consiste a appliquer le PFD a I"univers (rien de moins !). Pour I'univers il ny a
pas de force extérieur, le torseur dynamique de I"univers est donc nul.
- Le centre de masse "hypothétique" de I'univers est donc animé d‘un mouvement
rectiligne uniforme.
- et le moment cinétique de I"univers par rapport a ce centre de masse est constant.

Arrétons de fumer et admettons que :

H On ne peut pas définir de repéere absolu.H

Comme pour toute modélisation il faut faire des choix, ici le choix du repére que nous
supposerons galiléen et par rapport auquel nous allons poser le probléeme. Ce choix est
fonction de la nature des phénoménes physiques que [ on doit étudier.

Exemples de repéere :

Repére de Copernic (héliocentrigue)

Ce repere est défini par le centre de masse du systéme solaire et trois directions
définies par des étoiles "fixes". Considérer ce repere comme galiléen revient a négliger
les forces extérieures au systeéme solaire. Ceci semble Iégitime sachant que les étoiles les
plus proches du systéme solaire sont & plus de 10" Km. Les effets de I'attraction
universelle seront donc négligeables. Ce repére doit étre utilisé pour décrire le
mouvement des planétes du systeme solaire.

Repere géocentrique (repere céleste)

Ce repere est défini par le centre de masse de la terre et trois directions définies par
des étoiles "fixes". Considérer ce repére comme galiléen revient a isoler la terre du
systeme solaire (seul les effets de |'attraction terrestre seront pris en compte). Ce
repére permet d'étudier les systémes mécaniques au voisinage immédiat de la terre, il
permet retrouver avec une excellente précision les résultats des expériences du XIX
siecle telles que celle de la déviation vers I'est lors d*une chute libre, ou celle du pendule
de Foucault.

Repére terrestre (repere pratigue)

Ce repére est lié a la surface de la terre. En pratique le troisieme axe du repére est
relatif a la verticale du lieu et orienté vers le haut les deux premiers axes définissant le
plan horizontal. Considérer ce repére comme galiléen revient a négliger les effets relatifs
a la rotation de la terre.
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Relation entre pesanteur et gravitation

¢V Repere de Copernic
[0}

' N direction de I'axe de

) //L 7>)ZO ? rotation de la terre
Vi .~ W définition des bases : o
b(X,.N,Z, )
6’/N< )
ble, N, b)
o -gle
e 0 S
by (&,7,2)

On distingue les trois référentiels suivants : le référentiel de Copernic, le référentiel
géocentrique (O,b,), et le référentiel terrestre (P,by). L'axe de rotation de la terre est supposé
conserver une direction fixe par rapport au référentiel de Copernic. Les notations utilisées sont
i pour la direction vers le nord géographique, € vers I"est, (8,@) représentent la longitude et

la latitude du point considéré a la surface de la terre. Enfin la vitesse de rotation de la terre
sera notée : ¢ 7,3 10°rd/s

Considérons le simple probléme du fil a plomb a I"équilibre, sa direction indique celle du champ de
pesanteur terrestre.

Effectuons un bilan des efforts sur le plomb :
T le tension dans le fil qui indiquera la verticale du lieu considéré.
mG(T) le champ de gravitation de la terre dirigé suivant —Z
mG(A) le champ de gravitation des autres astres que nous négligeons dans ce modele.
Appliquons le PFD au plomb en considérant le repére terrestre comme galiléen
Le plomb est immobile par rapport aP = };(P)= 0> -mGmzZ=T, dans ce modéle Z
indique la verticale du lieu et le champ de pesanteur et I'attraction terrestre sont
confondus.

Appliguons le PFD au plomb en considérant le repére géocentrigue comme galiléen
Repérons la position du plomb par 65 =RZ
Par dérivation :
V,(P)=Ra N A Z=Raw cosg &
7,(P) = Raf cosg N A & = -Raf cosg b
LePFD & -mGmzZ+T =my,(P)
Relation vectorielle représentée sur la figure ci-contre.
MRaf cosgsing
mG(r) — MR&f cos” @

Nous en déduisons la valeur de I'angle @ : Siha =

Or:
g 2 —2 2
Raf cosgsin b98m/s Raf 03,4 102 m/s

Gm

D'ou Sina O
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L*angle sera maximal pour @ =45°, on trouve a 01,7310%rd 06

Cet exemple montre que le champ de pesanteur est la somme du champ de gravitation terrestre
et d'un champ centrifuge lié a l'accélération d'entrainement due a la rotation de la terre.
L*effet centrifuge est nul au pdles, il est maximal a I"équateur. Le champ de pesanteur est donc
maximal au pdle et minimal a I"équateur, ce qui explique la forme aplatie de notre planéte.

Questions :

A quelle vitesse devrait tourner la terre pour annuler le champ de pesanteur a I"équateur ?
Réponse : 17 fois plus vite

La vitesse de rotation de la terre permet-elle d"expliquer le phénomene des marées ?
Réponse : non, il faut dans un premier temps tenir comte de I*'attraction des autres astres,
la lune a un effet 2 fois plus important que le soleil, et ces deux effets peuvent s*ajouter ou se contrarier,
les autres astres ont des effets négligeables.

Les exemples suivants reprennent les expériences du XIX siécle qui ont mis en évidence les
effets liés a I'accélération de Coriolis, démontrant ainsi le caractére non galiléen du repére
terrestre : la déviation vers |"est lors d"une chute libre, et le pendule de Foucault

Dans ces exemples nous utilisons les bases et notations définies et introduites dans I"étude
précédente.

Exemple 1
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Exemple 2
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En conclusion, retenons les résultats importants suivants:

La formulation des lois de la mécanique est invariante dans tout changement de référentiel en
translation les uns par rapport aux autres (groupe de Galilée).

Le champ de pesanteur est en fait une combinaison du champ de gravitation et de la force
d'inertie d'entrainement liée a la rotation de la terre. Il est maximum au p6le et minimum a
I"équateur.

Pour expliquer des expériences fines il faut tenir compte des effet de rotation de la terre (effet
de Coriolis), mais pour une grande majorité de probleme de mécanique industrielle (vitesse inférieure &
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700m/s) un simple repére terrestre est heureusement suffisant pour effectuer la mise en
équations.

Dans la suite de ce cours nous nous placerons dans cette hypothése et nous considérerons
qu'un simple référentiel terrestre constitue une excellente approximation d"un référentiel
galiléen.

4 Recherche des equations principales

L*'analyse d‘un probléme mécanique est pour l'ingénieur la partie la plus délicate et la plus
difficile a réaliser car elle porte sur la modélisation du comportement physique du systeme
mécanique a étudier. 1l faut faire des choix et ce sera toujours un compromis entre la réalité et
la possibilité de traiter le probléeme avec les outils dont on dispose. A ce titre les exemples
précédents ont bien montré les difficultés liés au choix du référentiel galiléen, pour des
probléemes simples ne traitant que de la dynamique d'un point matériel. Nous allons maintenant
étudier les systémes mécaniques plus complexes constitués de plusieurs solides reliés entre eux
par des liaisons mécaniques.

« Analyse du probléme

Avant toute étude de mécanique, il est indispensable de faire un bilan des inconnues et des
équations que l'on peut écrire. Ce n'est qu'a partir de cette analyse qu'il sera possible de
commencer la mise en équations puis I"étude du probléme.

Dans le chapitre 3 "Actions mécaniques" nous avons vu que les actions mécaniques peuvent toutes
étre modélisées par un champ de vecteur lié que nous représentons par un torseur. Ces efforts
sont soit des données (champs ou efforts appliqués au systéme) soit des inconnues du probléme et ces
efforts inconnus correspondent aux liaisons cinématiques (déplacements ou vitesses imposées).

Les inconnues d"un probléeme de mécanique sont donc uniqguement de deux types :
- les inconnues cinématiques ou parametres du mouvement
- les inconnues associées aux efforts de liaison

propriété :
Pour tout systeme mécanique si les liaisons sont parfaites et matériellement
indépendantes (non surabondantes), les théoremes généraux permettront d"écrire
autant d"équations que dinconnues.

Le théoreme de I"énergie fournira alors une équation supplémentaire non
indépendante des précedentes.

D'abord utilisée en statique cette propriété a donné la définition des systémes isostatiques et
hyperstatiques. On ne peut traiter dans le cadre de la mécanique des solides indéformables
gue le cas des systemes isostatiques. Toute liaison hyperstatique entrainera des déformations
du systeme mécanique qui ne peuvent étre prises en compte que dans le cadre de la mécanique
des milieux continus qui tient compte des déformations des corps (poutres, coques, etc...).

Nous pouvons dans le cadre de la mécanique des solides indéformables modéliser ces
déformations en introduisant des ressorts. Ces modéles élémentaires peuvent s"avérer suffisant
et trés utiles pour représenter le comportement dynamique du systéme, par exemple |*étude
dynamique d"une suspension.
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ANALYSE: En résumé I'analyse d"un probléme mécanique doit aborder les points suivants
Choix du repeére galiléen (fonction des phénomenes a prendre en compte)

Définition du systéme a étudier
définition des différents éléments du systeme mécanique (solides)
modélisation des efforts imposés au systéme (pesanteur, pressions)
modélisation des liaisons élastiques (ressorts)

Modélisation des liaisons
Aspect cinématique  =» paramétrage (choix des inconnues cinématique)
Aspect physique = efforts de liaison

Le choix des paramétres du mouvement est capital car il conditionne les calculs de
cinématique et de cinétique qui suivent. Lors de la modélisation des efforts de liaison il sera
nécessaire de remplacer les liaisons hyperstatiques par des liaisons cinématiquement
équivalentes.

A la fin de I"analyse vous devez pouvoir présenter un bilan "équations - inconnues" équilibré.

Exemple 3
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« Recherche des équations du mouvement

Dans la mesure ou I"on ne cherche que le mouvement du systéme, il n"est pas utile de déterminer
les actions de liaison. L'analyse consiste donc a chercher des équations ne faisant apparaitre
aucune inconnue de liaison. Pour pouvoir résoudre il faut trouver autant d"équations a priori
indépendantes qu'il y a d"inconnues cinématiques, mais ce n"est pas toujours possible.

Si on ne peut pas trouver autant d'équations du mouvement qu'il y a de paramétres, il faut alors
chercher a faire apparaitre le moins possible d'inconnues secondaires. Et écrire un nombre
équivalent d*équations déduites des théorémes généraux ou du théoreme de I'énergie.

Le choix des systémes que I"on peut isoler pour écrire le PFD a pour objectif de faire apparaitre
des directions ou axes privilégiés sur lesquels la projection du PFD conduira a I"écriture d"une
équation ne faisant apparaitre que des inconnues principales, il faut donc :

Pour chaque systéme considéré

- effectuer un bilan des efforts extérieurs sur ce systéme
une figure vous aidera a voir (trouver) la ou les directions privilégiées

- Justifier votre choix (analyse vectorielle)
- donner la forme vectorielle de votre équation principale.

Exemple 4
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5,(A%).2,=0
4,(C,D).d, =0
0,(C,D).fi+7m(g + J,(Gs). 2, )acosd =0

L"équation N =7m(g + J,(Gs).Z,) permet de calculer I'effort inconnu N

1/ ne reste qu‘a effectuer les calculs de cinematique et cinétique.

Remarque : le théoreme de I'énergie appliqué au systeme complet nous donne une équation du mouvement
supplementaire non indépendante des 3 précédentes.

 intégrales premieres du mouvement

Lorsque le systeme est libre dans le champ de pesanteur (réponse a des conditions initiales
données) les équations du mouvement traduisent souvent la conservation dune grandeur
physique au cours du mouvement (quantité de mouvement, moment cinétique, énergie mécanique). Ces
équations de conservation sont des intégrales premiere du mouvement, il faut savoir les
détecter car elle sont plus simple a écrire et ce sont des équations différentielle du
premier ordre qui pour les problémes simples conduisent a une équation principale de la

forme ¢ = f () que I'on peut résoudre analytiquement ou graphiquement.

La recherche d'intégrales premiéres du mouvement se méne de facon similaire a la
recherche des équations du mouvement, mais on utilise ensuite les propriétés relatives
aux calculs de cinétiques pour donner directement la forme primitive de I'équation
différentielle déduite du PFD.

Dans ce qui suit nous ne présentons que le cas ou les seconds membres sont nuls (il n'y a
pas de chargement autre que celui du champ de pesanteur). Le repére d'observation R,
est supposé galiléen.

Intégrale premiére de résultante

Si il existe une direction U telle que I?\’Fm,z.l] =0

nous avons une équation du mouvement dans la direction U: J, (G;).U =0

_ d .- I _
Si de plus U est une direction fixe de R,, nous avons : E(VO(G) ) =), .U

D'ou |V,(G;).U =Cte| c'est une intégrale premiére du mouvement.

Remarque : en général ce type d’intégrale premiere est obtenue pour des directions orthogonales
au champ de pesanteur.

Intégrale premiére de moment
S'il existe un axe (A, 0) tel que M ret/s (A).U=0

nous avons une équation du mouvement 5_0(A, 7).ti=0

S'il existe un point A de l'axe (A, 0) tel que (\70(A) /\\70(62)) .u=0

alors  O,(AS.U :W _50(A,5)-d‘:f)
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d(g (A S.u)

Side plus U est une direction fixe alors J (A, 9.0 = m

D'ou |G,(A,S).U =Cte| c'est une intégrale premiére du mouvement.

Remarque . si la direction est celle du champ de pesanteur I'intégrale premiére est dite IP des
aires.

Cas particulier pour un solide ayant un opérateur d"inertie de révolution

Si MFM,S(A).U =0 avec (A U) axe de révolution pour I"opérateur d'inertie du solide S,

le centre de masse du solide appartient nécessairement |*axe, nous pouvons donc calculer
le moment dynamique en appliquant les formules d"Euler (cf chapitre de cinétique) .

—

Nous obtenons I* Intégrale premiére d'Euler : | Q .U =Cte

Remarque . I'intégrale premiére d’Euler traduit le fait qu'un solide dynamiquement équilibré par
rapport a son axe de rotation, conserve une vitesse de rotation constante suivant cet axe, ceci
quelque soit la direction de l'axe, si rien ne s'oppose au mouvement de rotation (pivot parfait).

Intégrale premiere de I"énergie

Cette intégrale premiere est déduite du théoreme de |"énergie appliqué au systéme
complet.

Si toutes les liaisons intérieures et celles avec R, sont supposées parfaites,
leur puissance sera nulle car elles sont respectées par le paramétrage.

Si de plus les seuls efforts donnés dérivent d*un potentiel le théoréme de
I"énergie appliqué au systéme se réduit a :
d

d
E(EC(Z/ Rg))+E(Ep(Z))= 0

Soit : EC(Z/ Rg) + Ep(Z) =Cte| c'est I'intégrale premiére de I"énergie

Exemple 5
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e Calcul d"efforts

Lorsque les équations du mouvement sont connues, les théorémes généraux donnent des relations
entre les composantes des actions mécaniques extérieures au systéme considéré. Nous pourrons
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ainsi accéder au calcul de tous les efforts inconnus associés aux liaisons soit avec le bati soit
intérieures en isolant les différents éléments du systéme mécanique. De méme que pour la
recherche des équations du mouvement |*analyse consiste a chercher les équations ne faisant
apparaitre que les inconnues de liaison que I'on cherche a déterminer, en cherchant a faire
apparaitre le moins possible d"inconnues secondaires.

Le théoréme de I"énergie peut étre utilisé, il ne donnera qu'une équation et fera apparaitre la
puissance de tous les efforts. 1l peut cependant étre trés utile pour trouver rapidement la
puissance d"un actionneur.

Exemple 6
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5 Applications

e Equilibrage d"un rotor

Un équilibrage défectueux engendre des sollicitations dynamiques pouvant étre importantes au
niveau des liaisons de I'arbre (paliers). Ces vibrations sont source de bruits, de géne a
I"utilisation, et peuvent aller jusqu'a la détérioration du matériel par fatigue. Citons par
exemples les bonds désordonnés d*une essoreuse a salade, les sollicitations sur le tambour d*une
machine a laver le linge, les vibrations dans le volant lorsque les roues sont mal équilibrées.

© hervé Oudin 2002 90



Cours de Mécanique Chapitre 6 : PFD

Pour éliminer ces sollicitations il faut procéder a I"équilibrage du
systéme. Traitons le cas d'un solide (S) a priori quelconque
tournant autour d'un axe fixe (O, Z)). La liaison avec le bati est

2,
T-H

(s

modélisée par un pivot d*axe (O, Z,) supposé parfait. — Y
Posons : X -
0 %
A -F -E
Caractéristiques mécaniques du solide :OG=d X+cZ, 1(0,b,S)=|-F B -D
-E -D C
X L
b bf
Torseur des efforts de liaison en O : {I% =Y, {IVI} =<M
Z 0

Couple moteur r=r Z, qui permet d*imposer la vitesse de rotation du solide.

_ R=My,(G)
Appliquons le PFD :¢ . _
M =9,(0,S)
Avec: V.(G)=ddy = y,(G)=dfdy-dé&* x
-E&6 -E6+D&
et "{5,(0,s} ={-DO} = b{So(o, S)} =!{-D4-E&F
co cé

nous ne détaillons pas les calculs de dérivation vectorielle.

X=-md¢* [L=-EO+DF
Nous obtenons les efforts de liaison et le couple moteur : {Y =mdé et {M =-D& - E&?
Z=0 r=cé

L*équilibrage consiste a rendre ces efforts indépendant des mouvements en @, il faut donc
satisfaire les conditions suivantes :

d=0 "G doit appartenir a I"axe de rotation du solide"

D=E=0 "I"axe de rotation doit étre principal d"inertie"
Remarque : le calcul simplifié que nous venons de faire, ne traite que des mouvements de rotation par rapport a un axe

fixe. Pour un mouvement quelconque, il faut rendre l'opérateur d‘inertie de révolution par rapport a /*axe de rotation si
I'on veut que la composante de la vitesse de rotation sur cet axe soit constante (Intégrale premiére d’Euler).

Application :
La méthode consiste a placer deux masselottes
additionnelles sur la jante de la roue pour I*équilibrer.

Nous repérons la position de ces deux masselottes m; et
m, par deux angles a; et a,.

) Rcosa, ) Rcosa,
{043}: Rsina, ; , {OPZ}: Rsina,
0 e
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équilibrage dynamique d"une roue
Pour équilibrer la roue il faut que :
md + mRcosa; + m,Rcosa, =0

G appartienne a l'axe : . .
mRsina, + m,Rsina, =0

D+0+meRsina, =0

Axe soit principal :
E+0+meRcosa, =0

Ces quatre relations nous permettent de déterminer (M, a;,M,, Q)

_JD2+E? _D?+(E/e-md)’

3et4>{ M= eR danslet2 > {M eR
a,=arctan(D/E) a, = arctan(D /(E — mde))

les grandeurs (E,D,d,m) caractérisent le déséquilibrage initial de la roue, en pratique I"appareil
(équilibreuse) mesure les vibrations (efforts) transmises au niveau de la liaison pivot, son programme
calcul alors les valeurs (E,D,d,m), et propose deux couples (masselotte, position : m,a;,m,,a,)

permettant d*équilibrer la roue en les fixant convenablement sur la jante.

 Gyroscopes

L*élément essentiel d'un gyroscope est un rotor tournant a grande vitesse. Les effets
gyroscopiques sont souvent surprenant, et on est facilement déconcerté par les évolutions d"un
gyroscope ou par les efforts que I"on peut ressentir en le tenant dans la main.

Tout solide en rotation se comportera comme un gyroscope si sa vitesse de rotation est
suffisamment importante, citons comme exemple les turbines des centrales électriques, ou celles
des moteurs, les pales d'hélicoptere ou d"éolienne, etc ..) pour ces systémes les efforts
dynamiques sont extrémement importants et il y a un couplage des parametres de mobilité. Ce qui
peut s'avérer néfaste pour la tenue des liaisons mécaniques (phénoméne de fatigue). Mais les
phénomeénes gyroscopiques peuvent aussi étre tres utiles.

Les principales applications sont liées au fait que I'axe du gyroscope conserve une direction
constante dans |"espace. Le gyroscope peut étre utilisé pour stabiliser un avion; en détectant les
écarts entre la direction du gyroscope et la route de I'avion, il est alors possible d'agir
automatiquement sur les commandes de vol; c'est le principe du pilote automatique. Une autre
utilisation possible est I"horizon artificiel qui indique au pilote I"angle de vol de |*appareil par
rapport au sol. Le gyroscope est a la base des systémes de navigation a inertie qui, sur les avions
rapides et les véhicules spatiaux, car ils permettent de corriger les effets secondaires des
accélérations, qui ont une grande importance lorsque les vitesses sont élevées.

Etudions le comportement d"un gyrométre a un axe

A I"intérieur dun avion est placé un gyrométre représenté sur la figure ci-dessous. 1l est
constitué d"un cadre (C) et d"un gyroscope (7) dont la vitesse de rotation propre est imposée.
L axe de rotation du cadre (O, X,)est lié a I'avion et

orienté vers I"avant. A I"équilibre, le plan horizontal

— A= %
est défini par (O, X,,Z,). Un ressort spiral s'oppose K 2

a la rotation du cadre. ©
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Nous allons chercher I"équation du mouvement du cadre lorsque I'avion se déplace en vol (le
repere lié a I"avion n"est plus galiléen).

Paramétrage

M"** de I*avion / Ro (sol) : supposés connus (p, g, r ) 3 composantes de Q_, données
M"*® du cadre / avion : liaison pivot =
M"® du gyro / cadre : La vitesse de rotation propre du gyroscope (7) donnée 2 .

Efforts sur (2)=(T+C)

L . . S R 3 inconnues
Efforts de liaison en O : pivot parfait d'axe (O0,%X,)> 1 2
M (0).X, =0 2 inconnues

Efforts donnés : Poids du systéme supposé équilibré — Mg )70 en G

Couple de rappel du ressort Fk =-Ké@& X,

R, M©)x,=0

Bilan : 6 inconnues (1 paramétres + 5 efforts) pour 6 équations.

L équation de moment par rapport a I'axe (G, X,) est I"équation principale 5’0(6,2).)*(2 =-K&8

Calculs

utilisons les notations ci-dessous : b, =(X,, Y,, Z,) la base liée au cadre

Y
{f) a} =1q Composantes sur la base b, du vecteur vitesse de rotation
0a) b2 instantanée de I'avion par rapport a un repére galiléen lié a la
r surface de la terre.
A
A Matrice d*inertie en G du gyroscope sur la base b,
C c"est un solide de révolution
A1 +C Matrice d"inertie en G du cadre sur la base b
1
C c'est un solide plan
1

SO(G, 2) = % (04G,2)) car G centre de masse de =
0,(G,2)=d,(G,C)+d,(G,T)
A(p+06)
avec  G,(G,C)=J(G,C)Q,.= {(A +C)q car G cdm de C
, Cr

b

© hervé Oudin 2002 93



Cours de Mécanique Chapitre 6 : PFD

A(p+6)
et 50(G,T)=J(G,T)f20t= Aq car Gecdmde T
o) C(r+Q)
(A+A)(p+06) A*(p+6)
> 0,G,9)= {(A+A+C)q = {B*g

(C+C)r+CQ C*r+CQ
b2 b2
dérivation vectorielle SO(G, 2) = % (0G,2)+ Qobzl\ﬁo(G, 2)

Ax(p+8)] [p+8] [A*(p+6)
d’ou 5_0(G,Z)= B*q +{q N{B*q
. C*r r C*r+CQ
On ne cherche que la premiere composante : 5’0(6,2)5(2 = A*(p+6)+(C*-B*)rq+CQq

Application :

En pratique un systéme disipatif amorti les mouvements du cadre qui tends rapidement vers
sa position d'équilibre, nous cherchons I'inclinaison du gyrométre dans cette position
stabilisée (position d*équilibre en &) , lorsque I"avion se déplace en vol horizontal a une vitesse de
3000 Km/h et effectue un virage a droite de rayon # = 5 Km. L'inclinaison de I*avion vers

I"intérieur du virage est de 30° 6=0

Données du volL Les données du vol de l'avion par rapport a un repere
Definition des bases galiléen lié a la surface de la terre permet de déterminer
1Yo, o by (%, o 2,) le vecteur vitesse de rotation instantané de I|'avion les
ah at/y< ) bases sont définies par la figure ci-contre .
| i b'(%.9,.2) o o
L X alX Inclinaison de a = 30° vers |'intérieur
— (=g SR —_ Sy — N
%1 — Caxl ol bl(Xl,yl,Zi)l!iéea p—a—0:> p—O
W . o Vol horizontal et Virage a droite
\\?;_tﬂzu bz(xpyzvzz) liéeaC . V
\4217' % Q. =—wY, avec CUIE

L*équation donnant la position d"équilibre dans le cadre des données de ce vol est :
-Kg, =(C*-B*)rq+CQq

Relation qui se simplifie car la vitesse de rotation propre du gyroscope 2 = 18000 tr/min.
est trés grande devant celle de I"avion Q >> p,q,r

-Kg,=CQ (-wYy,.y,)= Kg,= CQVEcos(30° +6.)

Application numérique :

Le gyroscope est de masse m = 65 g, son rayon de giration r = 15 mm et sa vitesse de
rotation propre est 2 = 18000 tr/min . Le ressort spiral qui s'oppose a la rotation du cadre,
a pour de constante de torsion K = 0,1 Nm .

mQV 3 _
K R 2

En supposant I'angle 6 petit par rapport a 30° He

%ee) —6,02,4°
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Analyse : Dans la configuration de vol proposée la rotation du cadre du gyrometre indique donc
I’inclinaison de I"avion (angle de roulis @ ) qui en fait est fonction de la vitesse de rotation de
["avion dans le plan horizontal (angle de lacet).
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